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В работе построена математическая модель механической системы, состоя-
щей из твердого тела и двух жестко связанных с ним и лежащих в одной плос-
кости упругих прямолинейных стержней, которая вращается вокруг оси, про-
ходящей через центр массы твердого тела перпендикулярно плоскости распо-
ложения стержней. Стержни моделируются балкой Эйлера–Бернулли. Мате-
матическая модель представляет собой начально-краевую задачу для гибрид-
ной системы дифференциальных уравнений. Рассмотрены случаи быстрого и
медленного вращения системы.
Изучается механическая система, состоящая из твердого тела и двух жестко свя-
занных с ним упругих стержней. Каждый стержень имеет постоянное поперечное
сечение и равномерно распределенную по длине массу. Поместим в центр массы
твердого тела прямоугольную систему координат OXY Z, связанную с инерциаль-
ным пространством и расположенную так, чтобы стержни находились в плоскости
OXY . С твердым телом свяжем систему координат OX ′Y ′Z ′, расположив ее так,
чтобы плоскости OXY и OX ′Y ′ совпадали. Система координат O1X1Y1Z1 также
связана с твердым телом. Её начало помещено в точку заделки первого стержня,
ось O1X1 направлена вдоль первого стержня, при этом оси O1Z1 и OZ параллель-
ны. Аналогично расположена система координат O2X2Y2Z2. Механическая система
может совершать вращательные движения вокруг оси OZ, относительно которой
приложен момент управляющих сил M(t). В рамках линейной теории прямолиней-
ных стержней малого изгиба [1] положение механической системы характеризуется
величинами поперечной деформации стержней y1(x1, t) и y2(x2, t) в точках x1 и x2
соответственно в момент времени t и углом поворота θ(t) между осями OX и OX ′.
Орты системы OX ′Y ′Z ′ обозначены через ~i,~j,~k. Угол между осью OX ′ и прямой
OO1 обозначен через β1, угол между осью OX ′ и осью OO2 — через β2. Угол, кото-
рый образует первый стержень в невозмущенном состоянии с прямой OO1, обозна-
чен α1. Угол, который образует второй стержень с прямой OO2, обозначен α2. Вид
рассматриваемой механической системы приведен на Рис. 1.
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Рис. 1. Твердое тело с двумя упругими стержнями
Используя подход работы [2], выведем ее уравнения движения. Радиус-векторы
точек стержней ~r1 и ~r2 в системе координат OX ′Y ′Z ′ имеют следующий вид:
~ri(xi, t) = (ai cos βi + xi cos(αi + βi)− yi sin(αi + βi))~i+
+ (ai sin βi + xi sin(αi + βi) + yi cos(αi + βi))~j (i = 1, 2). (1)
Для радиус-векторов точек недеформированных стержней ~ri0 справедливы вы-
ражения
~ri0 = (ai cos βi + xi cos(αi + βi))~i+ (ai sin βi + xi sin(αi + βi))~j (i = 1, 2).
Соответственно поперечные деформации стержней примут вид
~yi(xi, t) = ~ri(xi, t)− ~ri0(xi, t) = −yi sin(αi + βi)~i+ yi cos(αi + βi)~j (i = 1, 2). (2)
Пусть ~ω – угловая скорость и ~ε – угловое ускорение системы. Соответственно
имеем
~ω = θ˙~k, ~ε = θ¨~k. (3)
Согласно кинематике относительного движения ускорения ~wi точки i-го стержня
относительно системы координат OXY Z вычисляются по формуле
~wi(xi, t) =
d2~ri(xi, t)
dt2
= ~¨yi(xi, t)+~ε×~ri(xi, t)+2~ω× ~˙yi(xi, t)− θ˙2~ri(xi, t) (i = 1, 2). (4)
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Здесь и в дальнейшем точкой над yi(xi, t) обозначена производная по времени,
вычисленная в системе координат OX ′Y ′Z ′.
На i-м стержне зафиксируем точку Pi, разбивающую стержень на две части: от
точки заделки до точки Pi и от точки Pi до свободного конца. Обозначим координату
выбранной точки в системе OiXiYiZi через xi. Момент сил инерции, приложенный
ко второй части стержня относительно точки Pi, равен
~Ni(xi, t) = mi
li∫
xi
(~ri(si, t)− ~ri(xi, t))× ~wi(si, t)dsi,
где mi – погонная масса i-го стержня (i = 1, 2). Согласно (1)–(4) имеем
~ri(si, t)− ~ri(xi, t) = ((si − xi) cos(αi + βi)− (yi(si, t)− yi(xi, t)) sin(αi + βi))~i+
+ ((si − xi) sin(αi + βi) + (yi(si, t)− yi(xi, t)) cos(αi + βi))~j, (5)
~wi(si, t) = (−y¨i(si, t) sin(αi+βi)− θ¨yi(si, t) cos(αi+βi)− θ¨ (ai sin βi + si sin(αi + βi))−
− 2θ˙y˙i(xi, t) cos(αi + βi)− θ˙2 (ai cos βi + si cos(αi + βi)) +
+ θ˙2yi(si, t) sin(αi + βi))~i+ (y¨i(xi, t) cos(αi + βi) + θ¨ (ai cos βi + si cos(αi + βi))−
− θ¨yi(si, t) sin(αi + βi)− 2θ˙y˙i(xi, t) sin(αi + βi)−
− θ˙2 (ai sin βi + si sin(αi + βi))− θ˙2yi(si, t) cos(αi + βi))~j (i = 1, 2). (6)
Отсюда, в рамках линейного приближения по yi, y˙i, y¨i имеем выражение для
~Ni(xi, t) = Ni(xi, t)~k, где
Ni(xi, t) = mi
li∫
xi
{
(si−xi)y¨i(si)+θ¨
[
(si−xi)(si+ai cosαi)+(yi(xi, t)−yi(si, t))ai sinαi
]
+
+ θ˙2
[
yi(si, t)(xi + ai cosαi)− yi(xi, t)(si + ai cosαi) + (si − xi)ai sinαi
]}
dsi (7)
(i = 1, 2). Согласно принятой модели стержней, момент (7) равен −EiIiy′′i (xi, t), где
−EiIi — жесткость i-го стержня. Здесь и ниже штрихом обозначается производная
по пространственной переменной. В результате имеем уравнения
mi
li∫
xi
{
(si − xi)y¨i(si, t) + θ¨
[
(si − xi)(si + ai cosαi) + (yi(xi, t)− yi(si, t))ai sinαi
]
+
+ θ˙2
[
yi(si, t)(xi + ai cosαi)− yi(xi)(si + ai cosαi)+
+ (si − xi)ai sinαi
]}
dsi + EiIiy
′′
i (xi, t) = 0 (i = 1, 2). (8)
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Продифференцировав (8), дважды по переменной xi, получаем следующие урав-
нения для поперечных смещений точек стержней:
miy¨i(xi, t) + EiIiy
IV
i (xi, t) = −mi(xi + ai cosαi)θ¨−
− aimi
(
y′′i (xi, t)(li − xi)− y′i(xi)
)
θ¨ sinαi +mi
[
yi(xi)− y′i(xi, t)(xi+
+ ai cosαi) + y
′′
i
li∫
xi
(si + ai cosαi)dsi − ai sinαi
]
θ˙2 (i = 1, 2). (9)
Уравнения (9) дополняются краевыми условиями в точке xi = 0 (точка заделки
стержня) и в точке xi = li согласно (8)(свободный конец)
yi(0, t) = y
′
i(0, t) = 0, y
′′
i (li, t) = y
′′′
i (li, t) = 0 (i = 1, 2). (10)
Уравнения (9) необходимо дополнить динамическим уравнением, выражающим
изменение количества движения всей системы под действием момента внешних сил
~M(t)
J∗θ¨~k +m1
l1∫
0
~r1 × ~w1 dx1 +m2
l2∫
0
~r2 × ~w2 dx2 = ~M(t), (11)
где J∗ — момент инерции твердого тела. Вычисляя в (11) интегралы, используя
выражения (5),(6) и оставляя лишь линейные слагаемые по yi(.), y˙i(.), y¨i(.), имеем
выражение
mi
li∫
0
~ri(t)× ~wi dxi = (mi
li∫
0
(xi+ai cosαi)y¨i(xi, t)dxi+miθ¨
li∫
0
(a2i +2aixi cosαi+x
2
i )dxi−
− 2miai sinαi
li∫
0
∂
∂t
(yi(xi, t)θ˙)dxi))~k (i = 1, 2).
В результате имеем уравнение, дополняющее уравнения (9),
Jθ¨ +m1
l1∫
0
(x1 + a1 cosα1) y¨1(x1, t)dx1 +m2
l2∫
0
(x2 + a2 cosα2) y¨2(x2, t)dx2 − 2m1a1×
× sinα1
l1∫
0
∂
∂t
(
y1(x1, t)θ˙
)
dx1 − 2m2a2 sinα2
l2∫
0
∂
∂t
(
y2(x2, t)θ˙
)
dx2 = M(t), (12)
в котором
J = J∗ +m1
l1∫
0
(
x21 + 2a1x1 cosα1 + a
2
1
)
dx1 +m2
l2∫
0
(
x22 + 2a2x2 cosα2 + a
2
2
)
dx2. (13)
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Перейдем в (9),(10) и (12) к безразмерным переменным, положив x′i = xi/l0,
y′i(x
′
i, t
′) = yi(xi, t)/l0, a′i = ai/l0,m
′
i = mi/m0, E
′
i = Ei/E0, I
′
i = Ii/I0 (i = 1, 2),
J ′∗ = J∗/(m0l
3
0),M
′(t′) = M(t)/(m0l30ω
2
0), t
′ = tω0, где l0,m0, E0, I0 — характерные
размерные масштабы соответствующих величин, ω0 = (E0I0)1/2m
−1/2
0 l
−2
0 — харак-
терная частота колебаний.
Опустив штрих у новых безразмерных переменных, дополнив полученную систе-
му уравнений начальными условиями и введя обозначение ωi = (EiIi/mi)1/2 (i =
1, 2), получим следующую начально-краевую задачу:
Jθ¨ +m1
l1∫
0
(x1 + a1 cosα1) y¨1(x1, t)dx1 +m2
l2∫
0
(x2 + a2 cosα2) y¨2(x2, t)dx2 − 2m1a1×
× sinα1
l1∫
0
∂
∂t
(
y1(x1, t)θ˙
)
dx1 − 2m2a2 sinα2
l2∫
0
∂
∂t
(
y2(x2, t)θ˙
)
dx2 = M(t), (14)
y¨i(xi, t) + ω
2
i y
IV
i (xi, t) = −(xi + ai cosαi)θ¨−
− (y′′i (xi, t)(li − xi)− y′i(xi, t))ai sinαiθ¨ + [yi(xi, t)− y′i(xi, t)(xi+
+ ai cosαi) + y
′′
i
li∫
xi
(si + ai cosαi)dsi − ai sinαi
]
θ˙2, (15)
yi(0, t) = y
′
i(0, t) = 0, y
′′
i (li, t) = y
′′′
i (li, t) = 0, (16)
θ(0) = θ0, θ˙(0) = θ1, yi(xi, 0) = yi0(xi), y˙i(xi, 0) = yi1(xi) (i = 1, 2), (17)
которая является математической моделью рассматриваемой механической систе-
мы, построенной в рамках сформулированных ранее гипотез. В (14) величина J
определяется согласно (13) с использованием безразмерных величин.
Отметим, что, учитывая соотношения порядков величин, входящих в уравнения
движения (14),(15), некоторые члены в этих уравнениях при определенных услови-
ях можно опустить. В теории прямолинейных стержней малого изгиба [1] упругие
смещения, их первые и вторые производные по пространственной координате явля-
ются малыми величинами одного порядка
y ∼ yx ∼ yxx ∼ ε 1.
Отсюда следует, что если θ˙  1 (медленное вращение), то в (14),(15) слагаемыми, со-
держащими yi(xi, t)θ˙2, y′i(xi, t)θ˙2, y′′i (xi, t)θ˙2, y′i(xi, t)θ¨, y′′i (xi)θ¨, y˙i(xi, t)θ˙, yi(xi, t)θ¨ (i =
1, 2), следует пренебречь как малыми величинами более высокого порядка по срав-
нению с ε. В терминах исходных размерных переменных выражение θ˙  1 озна-
чает малость угловой скорости вращения стержня по сравнению с характерной ча-
стотой собственных упругих колебаний ω0. Считаем, что угол поворота стержня
ограничен, т.е. θT − θ0 ∼ 1. Тогда в силу уравнений (8),(12) выполняется соот-
ношение M ∼ ε, из которого вытекает, что время поворота системы из θ0 в θT
имеет порядок T ∼ ε−1/2, а угловая скорость во время движения имеет порядок
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θ˙ ∼ ε1/2, угловое ускорение θ¨ ∼ ε. Следовательно, в (14),(15) члены, содержащие
yi(xi, t)θ˙
2, y′i(xi, t)θ˙
2, y′′i (xi, t)θ˙
2, y′i(xi, t)θ¨, y
′′
i (xi)θ¨, y˙i(xi, t)θ˙, yi(xi, t)θ¨, являются вели-
чинами порядка ε2 и должны быть опущены. Если же θ˙ ∼ 1, то указанные слагаемые
в (14),(15) должны быть сохранены.
C учетом сказанного, в случае медленного вращения математической моделью
рассматриваемой механической системы будет начально-краевая задача для систе-
мы уравнений
Jθ¨ + m1
l1∫
0
(x1 + a1 cosα1) y¨1(x1, t)dx1 + m2
l2∫
0
(x2 + a2 cosα2) y¨2(x2, t)dx2 = M(t),
y¨i(xi, t) + ω
2
i y
IV
i (xi, t) = −(xi + ai cosαi)θ¨ − ai sinαiθ˙2 (i = 1, 2)
с краевыми и начальными условиями (16), (17).
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Equations of Motion of a Rigid Body with Two Elastic Rods
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In the paper we propose a mathematical model of a mechanical system consisting of
a rigid body and two rigidly connected elastic straight rods located in the same plane.
The system rotates around the axis passing through the mass center of a rigid body and
perpendicular to the plane of the rods. The rods are modeled by the Euler–Bernoulli
beam. The mathematical model is an initial-boundary value problem for a hybrid system
of differential equations. The cases of fast and slow rotations of the system are considered.
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